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[ 1 ] 以下の問いに答えよ．結果だけでなく，求め方や計算の過程も示すこと．プランク定数を h，
! ≡ h

2π
とする．

問 1 式 (1)または (2)で表される一次元ポテンシャルに x < 0の領域から正の向きに，質量m，エ
ネルギーEの自由粒子が入射する．a0を正の定数として V0 =

π2!2
ma20

とする．透過率は，粒子

が x < 0から入射して x > aの領域に到達する確率で，波動関数では
∣∣∣∣
透過波の振幅
入射波の振幅

∣∣∣∣
2

で表
される．なお，問 1-2)以降では，透過率が 1になるときの，粒子のド・ブロイ波長について
の考察から答えてもよい．
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(1)

にE > V0の粒子が入射する場合，

1-1) 透過率を求めよ，
1-2) a = a0のとき透過率が 1になる最小のEを求めよ．
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(2)

にE > 0の粒子が入射する場合，

1-3) a = a0のとき透過率が 1になる最小のEを求めよ．

aを a0から大きくしていくと (a > a0)，

1-4) 透過率が 1になる最小の E は，0 ≤ x ≤ aで (1) V (x) = V0 の場合 (E > V0) と (2)

V (x) = −V0の場合 (E > 0) で，それぞれどのように変わるか，古典論に言及して比較
せよ．

問 2 時間に依存しない一様な磁場Bの中に置かれた真空中の電子のスピンについて考える．磁場
Bの向きを z軸とし，スピン演算子 s =

!
2
σの z成分を対角化したパウリのスピン行列 σを

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
(3)

とする．磁場との相互作用のハミルトニアンをH = µσ ·B (µは定数) とし，時刻 tのスピ
ン状態はスピン±1

2
の固有状態の線形結合と考えて，以下の問いに答えよ．固有関数は規格

化されているものとする．

2-1) σz の 2つの固有関数 (固有ベクトル) を求めよ．
2-2) σxの 2つの固有関数を求めよ．
2-3) 時刻 t = 0のとき sx =

1

2
!の状態にあったとして，時刻 tのとき sx =

1

2
!の状態にある

確率を求めよ．
2-4) xy平面内で回転する大きさ一定の磁場を磁場Bに加えると，ある回転周期のとき共鳴

が起こる．この共鳴周期を求めよ．シュレディンガー方程式やハイゼンベルク方程式を
解く必要はない．
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[ 2 ] 以下の問いに答えよ．結果だけでなく，求め方や計算の過程も示すこと．プランク定数を h，
! =

h

2π
，ボルツマン定数を kB，温度を T として β =

1

kBT
とする．

問 1 互いに相互作用しない区別できるN 個のスピン１の粒子からなる系を考える．ハミルトニア
ンは

H = −qz

N∑

i=1

S2
z (i)

と表せるものとする．ここで，qz(> 0)はエネルギーの次元を持つ量である．また，Sz(i)は
i番目の粒子のスピンの z成分であり，その固有値は+1, 0,−1である．以下では，系は温度
T の熱平衡状態にあるものとして，⟨A⟩は物理量Aの統計力学的な平均値を表すこととする．

1-1) 分配関数 Z(T )を求めよ．
1-2) 熱容量 C(T )を求めよ．
1-3) 系のエントロピーは温度T に対する有効的な縮退度と関係している．T → ∞及びT = 0

におけるエントロピーを求めよ．

1-4) 1粒子あたりのスピンの z成分の平均値 1

N

N∑

i=1

⟨Sz(i)⟩を求めよ．

1-5) χ(T ) ≡ lim
qz→0

⟨Qz⟩
qz
を求めよ．ここで，Qz ≡

1

N

N∑

i=1

[
S2
z (i)−

2

3

]
である．

問 2 １粒子の運動量とエネルギーがそれぞれ p = (px, py)，E(p)で表される二次元自由フェルミ
粒子系を考える．ただし，スピン自由度は考えなくてよい．

2-1) E(p) =
|p|2

2M
のとき，単位面積あたりの状態密度をエネルギー E の関数として求めよ．

ただしM(> 0)とする．

以下では，E(p)は∆(> 0), α(> 0)の定数を用いて，E(p) =
√

∆2 + α|p|2 とする．

2-2) 定数 αの次元を，長さ ℓ，質量m，時間 tの記号を用いて求めよ．例えばエネルギーで
あればmℓ2t−2である．

2-3) 単位面積あたりの状態密度を求め，エネルギー Eの関数として E = 0から E = 2∆ま
でを図示せよ．

2-4) T = 0においてグランドカノニカル分布を考え，系の全粒子数の期待値 ⟨N⟩を化学ポ
テンシャル µ0を用いて表せ．


