
平成 30年度大学院博士前期課程冬季入学試験問題「物理学 II」

[ 1 ] 以下の問いに答えよ．ただし，! =
h

2π
，hをプランク定数とする．結果だけでなく，求め方や

計算の過程も示すこと．

問 1 1次元の領域 0 ≤ x ≤ L を自由に動く質量mの粒子のハミルトニアンは pを運動量として
次のように書ける：

H =
p2

2m
+ V (x)

V (x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∞ (x < 0)

0 (0 ≤ x ≤ L)

∞ (x > L)

1-1) シュレディンガー方程式Hψ(x) = Eψ(x)を解いて，基底状態のエネルギー固有値 E1

と固有関数 ψ1(x)を求めよ．
1-2) 粒子の x座標 xに対し，基底状態における xの期待値 ⟨x⟩と分散 ⟨(x－ ⟨x⟩)2⟩を求めよ．

必要ならば以下の不定積分を用いよ：
∫

y sin2 y dy =
1

4
y2 − 1

4
y sin 2y − 1

8
cos 2y

∫
y2 sin2 y dy =

1

6
y3 +

(
1

8
− 1

4
y2
)
sin 2y − 1

4
y cos 2y

1-3) 基底状態は不確定性関係∆x∆p ≃ ! をほぼ満たすことが知られている．このことから
エネルギー固有値E1のおおよその大きさを求めよ．

問 2 スピン 1
2 の角運動量演算子 S⃗ = 1

2(σx,σy,σz) で表される内部自由度を持つ粒子を考えよう．
ここで，σa (a = x, y, z) は 2× 2のパウリ行列を意味し，

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)

である．スピンに付随する磁気モーメントが−µ S⃗ と表されれば，一様磁場 B⃗ = (0, 0, B)中
におけるスピン自由度のハミルトニアンは次のように書ける：

H =
1

2
µBσz

2-1) ハミルトニアンH の固有値を求めよ．

2-2) スピンの波動関数を χ(t) =

(
χ1(t)

χ2(t)

)
と表す．この波動関数の時間発展は

シュレディンガー方程式 i!∂χ(t)
∂t

= Hχ(t) で与えられる．時刻 t = 0において

χ1(t = 0) = χ2(t = 0) =
1√
2

であるとし，t > 0における χ1(t)，χ2(t)を求めよ．
2-3) 前問のスピン状態 χ(t)における期待値 (⟨σx⟩, ⟨σy⟩, ⟨σz⟩) を求め，磁場中でのスピンの

運動を述べよ．
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[ 2 ] 以下の問いに答えよ．ただし，ボルツマン定数を kBとし，プランク定数を hとする．また，絶
対温度を T とし，β = (kBT )−1とする．結果だけでなく，求め方や計算の過程も示すこと．

問 1 ３つの量子状態をもつ１粒子を考える．状態 1のエネルギーは 0, 状態２と状態３のエネル
ギーは∆(> 0)とする．

1-1) この粒子に対する分配関数を求めよ．
1-2) この系のエネルギーの平均値を求めよ．
1-3) 温度が十分高く，kBT ≫ ∆の条件をみたすとき，この系の内部エネルギーに対する近

似式は定数A，Bを用いて，次のように与えられる．

E = ∆ (A−B∆β)

このとき，AおよびBの値を求めよ．

問 2 １粒子のエネルギーEが以下で与えられる１次元の系を考える．

E =
1

2
mv2 + V (x)

mは質量，xは座標，vは粒子速度，V (x)はポテンシャルエネルギーである．
このとき，分配関数 Z は以下の式で与えられる．

Z =
m

h

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dv exp(−βE)

2-1) V (x)が次の式で与えられるとき，分配関数 Zを具体的に求めよ．必要であれば，積分
公式 :

∫∞
−∞ e−αx2

dx =
√

π/α（αは正の実数）を用いよ．

V (x) =
mω2x2

2
(ωは実数) (1)

2-2) V (x)が式 (1)で与えられるとき，内部エネルギーの平均値を求めよ．
2-3) V (x)が次の式で与えられるとき，分配関数 Zを具体的に求めよ．また，そのときの内

部エネルギーの平均値を求めよ．

V (x) =

{
ax (x ≥ 0, aは正の実数)

∞ (x < 0)

2-4) V (x)が次の式で与えられるとき，内部エネルギーの平均値を求めよ．積分公式 :
∫∞
−∞ e−αx4

dx =
1
2α

−1/4Γ(1/4)を用いよ．ただし，Γ(z) =
∫∞
0 tz−1 exp(−t)dtであり，Γ(z)は αに依存

しない定数である．

V (x) = bx4 (bは正の実数)

2-5) V (x) = cx2n（cは正の実数，nは正の整数）のとき，内部エネルギーを求めよ．（ヒン
ト：Γ(1/n)を用いよ．）


