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以下の問いに答えよ．結果だけでなく，求め方や計算の過程も示すこと．

問 1 以下の行列の固有値をすべて求めよ．
⎛

⎜⎜⎝

0 0 1 0
0 1 0 0
4 0 0 0
0 0 0 3

⎞

⎟⎟⎠

問 2 以下で与えられるスカラー関数 f(r⃗)，およびベクトル関数 v⃗(r⃗)を考える．

f(r⃗) = log |r⃗|, v⃗(r⃗) = (x1 − x2, x2 − x3, x3 − x1)

ここで，r⃗は 3次元直交座標系における位置ベクトル，すなわち r⃗ = (x1, x2, x3)である．ま
た，∇⃗ =

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3

)
とする．

2-1) スカラー関数 f(r⃗)に対し，以下を計算せよ．ただし，得られた結果は r⃗および r = |r⃗|
のみを用いて表すこと．

∇⃗f, ∆f = ∇⃗2f

2-2) ベクトル関数 v⃗(r⃗)に対し，以下を計算せよ．

∇⃗ × v⃗

2-3) 定数ベクトル c⃗ = (0,−1, 1)に対し，以下を計算せよ．

c⃗× v⃗, ∇⃗ × (c⃗× v⃗)

問 3 区間−1 ≤ x ≤ 1において関数 x2 のフーリエ級数

x2 = c0 +
∞∑

n=1

cn cos(nπx) (1)

を考える．

3-1) 以下の積分を計算せよ． ∫ 1

−1
cos(nπx) cos(mπx)dx

ここで，m,nはm > 0, n > 0を満たす整数とする．

3-2) 上記の結果を用いてフーリエ級数 (1)の係数 cnをすべて求めよ．
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[ 1 ] 以下の問いに答えよ. 結果だけでなく, 求め方や計算の過程も示すこと. 万有引力定数をGと
し, 摩擦はないものとする.

問 1 図 1-1のように半径R, 質量M で密度が一様な球体が静止している. この球体に中心を通る
細い穴をあけ, 球面上側を点 P, 球面下側を点 Qとする. 球体の中心を原点として OPを正
の方向とする位置座標 zを定義する．以下では，２つの場合について質点の運動を考えるが，
いずれの場合も質点に働く力は球体から受ける万有引力以外は考えないものとする．

まず, z軸上を運動する質量m (m ≪ M) の質点を考える.

1-1) 位置 zにある質点にはたらく万有引力の z成分 F (z)を, z ≥ Rの場合について zの関
数として求めよ.

1-2) F (z)は−R < z < Rの場合には F (z) = −GM

R3
mz となる. この式を導出せよ.

1-3) 球体の万有引力のポテンシャル φ(z)を求め, −4R ≤ z ≤ 4Rの範囲でグラフに図示せ
よ. ただし, z → ∞ で φ(z) → 0 として, z = 0, z = ±R, z = ±4R における値をわかる
ようにすること.

1-4) 点 Pからこの質点を初速度 0で放したところ, 質点は z軸に沿って運動した. 質点が中
心に達したときの速度の大きさを求めよ.

1-5) 1-4) において, 質点を点 Pで放してから最初に点 Pに戻ってくるまでの時間を求めよ.

つぎに, 質量m (m ≪ M) の質点を, 点 Pから z軸に対して垂直方向に初速度を与えて射出
した場合について考える.

1-6) ある初速度 v0 (第一宇宙速度) のとき, 質点は球の表面に沿って運動し, 点 Qを通過し
て点 Pに戻ってきた．v0を求めよ.

1-7) 初速度 bv0 (b > 1)のときに, 質点が再び点 Pに戻ってくるための bの条件を求めよ.

1-8) 1-7) の場合に, 質点が z < 0において z軸を横切るときの球の中心からの距離を求めよ.

1-9) T0 ≡
(
2πR

v0

)
とおく．1-7) の場合に, 質点が再び点 Pに戻ってくるまでの時間を b, T0

を用いて表わせ. なお, ケプラーの第 3法則 (公転周期の 2乗は軌道長半径の 3乗に比例
する) を用いてよい.
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図 1-1
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[ 2 ] 図 2-1のような半径 aの導体円柱と，半径 b（ > a）の導体円筒からなる無限に長い同軸ケーブ
ルを考える．導体円筒の厚さは無視できるものとして，以下の問いに答えよ．結果だけでなく，求
め方や計算の過程も示すこと．ただし，同軸ケーブルは真空中にあり，真空の誘電率を ϵ0，真空の
透磁率を µ0，導体円柱の透磁率を µ とする．

図 2-1

問 1 導体円柱の表面に軸方向単位長さあたり ρ (> 0)の電荷が一様に分布し，導体円筒に軸方向
単位長さあたり−ρの負電荷が一様に分布している場合について考える．

1-1) 導体円柱の中心軸からの距離を rとして静電場の大きさE(r)を求めよ．ただし，r < a，
a ≤ r ≤ b，b < rの領域に分けること．

1-2) 導体円柱表面（r = a）と導体円筒（r = b）の電位差を求めよ．
1-3) 同軸ケーブルの軸方向単位長さあたりの静電容量を求めよ．

問 2 導体円柱には軸方向上向きに大きさ I の電流が流れており，導体円筒には軸方向下向きに大
きさ I の電流が流れている場合について考える．ただし，導体円柱の電流は円柱内を一様に
流れているものとする．

2-1) 導体円柱の中心軸からの距離を rとして磁束密度B(r)の大きさを求めよ．ただし，r < a，
a ≤ r ≤ b，b < rの領域に分けること．

2-2) 2-1)で求めた磁束密度B(r)のグラフを横軸 rとして示せ．ただし，µ > µ0である．
2-3) r < aと a ≤ r ≤ bのそれぞれの領域において，軸方向に単位長さをもつ面を貫く磁束

Φを求めよ．
2-4) 同軸ケーブルの軸方向単位長さあたりの自己インダクタンス Lを求めよ．


