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2020年度大学院博士前期課程夏季入学試験問題「数学」

以下の問いに答えよ．結果だけではなく，求め方や計算の過程も示すこと．

問 1 以下の行列M および U を考える．

M =

(
4

√
3√

3 2

)
, U =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

ここで，αはパラメータとする．

1-1) 行列M の固有値 λ1 > λ2を求めよ．
1-2) 以下のように，行列M を対角化するような行列 U のパラメータ αを求めよ．

U−1MU =

(
λ1 0
0 λ2

)

問 2 2-1) 以下の y0(x)に対する斉次微分方程式の一般解を求めよ．

dy0
dx

− 2y0 = 0

2-2) 以下の y1(x)に対する非斉次微分方程式を考える．

dy1
dx

− 2y1 = e2x (1)

y1(x) = u(x)y0(x)としたとき，u(x)が満たす微分方程式を導き，その一般解 u(x)を求
めよ．ここで，y0(x)は 2-1)で求めた解とする．このことにより，非斉次微分方程式 (1)
の一般解 y1(x)を求めよ．

2-3) 以下の y2(x)に対する非斉次微分方程式を考える．

d2y2
dx2

− 4
dy2
dx

+ 4y2 = e2x

w(x) =
dy2
dx

− 2y2としたとき，w(x)が満たす微分方程式を導け．

2-4) 以下の y(x)に対する非斉次微分方程式を考える．

dy

dx
− 2y = y1(x) (2)

y(x) = v(x)y0(x)としたとき，v(x)が満たす微分方程式を導き，その一般解 v(x)を求
めよ．ここで，y0(x)は 2-1)で求めた解，また，y1(x)は 2-2)で求めた解とする．この
ことにより，非斉次微分方程式 (2)の一般解 y(x)を求めよ．

問 3 以下の不定積分を実行せよ． ∫
dx

cosx

ヒント：変数変換 u = tan
x

2
を行ってもよい．



2020年度大学院博士前期課程夏季入学試験問題「物理学 I」
[ 1 ] 以下の問いに答えよ．結果だけでなく，求め方や計算の過程も示すこと．重力加速度を gとす
る．

問 1 静止した質量mの質点が，時刻 t = 0で落下し始めた．図 1-1に示すように，鉛直下方を向
いた z軸の座標を用いて質点の位置を表し，t = 0の位置を z = 0とする．質点には，重力
mgと速度 vに比例する抵抗力−bv（ただし，bは正の定数）がはたらく．

図 1-1

1-1) 質点の運動方程式を，速度 vを用いて書き表しなさい．
1-2) 質点の速度 v(t)を求めなさい．
1-3) 縦軸を v，横軸を tにとって，v(t)の概略図を描きなさい．なお，それぞれの軸に，終

端速度や，特徴的な時間を記入すること．特徴的な時間については，ふさわしいものを
自分で定義してよい．

1-4) 時刻 tにおける質点の位置 z(t)を求めなさい．
1-5) 時刻 tまでに抵抗力がした仕事を書き表しなさい．ただし，v(t)や z(t)を用いてもよい．

問 2 図 1-2に示すように，2つの単振り子が天井に取り付けられている．質量mの 2つのおもり
は，それぞれ長さ lの軽い糸で天井からつるされ，ばね定数 kの軽いバネで結ばれている．2
つのおもりに対して，それぞれの静止した位置からの変位を x1，x2とする．2つのおもりは，
|x1| ≪ lおよび |x2| ≪ lを満たしながら，紙面内を微小運動するものとする．支点間の距離
aは，ばねの自然長と等しく，2つのおもりが静止した状態では，2本の糸は鉛直で互いに平
行となる．

図 1-2



2-1) ２つのおもりの運動方程式を整理すると，以下の形に書き表わすことができるものと
する．

{
ẍ1 = A11x1 +A12x2

ẍ2 = A21x1 +A22x2

A11, A12, A21, A22を，m, k, l, gを用いて書き表せ．

以下では，A11 = −5, A12 = 3, A21 = 3, A22 = −5と書き表せる場合を考える．

2-2) x1と x2が同一の角振動数で単振動する運動を基準振動（固有振動）と呼ぶ．２つの基
準振動の角振動数 ω1と ω2を求めよ．ただし，ω1 ≤ ω2とする．

2-3) ２つのおもりの重心位置と相対位置に着目して，それぞれの基準振動の特徴を述べよ．
2-4) ２つのおもりが x1(0) = c（ただし，cは実定数），x2(0) = 0，ẋ1(0) = 0, ẋ2(0) = 0の

初期条件で運動し始めた．x2(t)を求めよ．



2020年度大学院博士前期課程夏季入学試験問題「物理学 I」

[2] 以下の問いに答えよ．結果だけでなく, 求め方や計算の過程も示すこと．真空の誘電率を ϵ0, 真
空の透磁率を µ0とする

問 1 真空中にある電荷密度 ρで一様に満たされた半径 aの球を考える. 球の中心からの距離を r,
無限遠における電位を 0とする. 球内外の誘電率は ϵ0 に等しいものとする.

1-1) 球の外側 r(> a)の位置での電位を求めよ.

1-2) 球の内側 r(< a)の位置での電位を求めよ.

問 2 図 2-1 に示すように, 真空中に無限に長い円柱の導体がある．円柱の半径を aとし, 円柱の
中心軸の向きは z 軸に平行とする. z軸からの距離を rとする. 導体内外の透磁率は µ0 に等しい
ものとする．

2-1) 円柱の表面のみに大きさ I で +z 向きの電流を流した時の磁束密度の大きさを r < a，　
　　　 r > aで場合分けして，rの関数として求めよ.

2-2) 円柱の内部に大きさ Iで+z向きの電流を流した時の磁束密度の大きさを r < a，r > aで
場合分けして，rの関数として求めよ. 電流密度は円柱内部で一様とする.

図 2-1

問 3 真空中にある半径 a, b (a < b) の同心の球殻の導体を考える．２つの球殻は互いに絶縁され
ているものとする．電荷Qを内側の球殻に, 電荷−Qを外側の球殻に与えた. 同心球の中心からの
距離を r とする.

3-1) 電場の大きさを r < a，a < r < b，r > bで場合分けして，rの関数として求めよ．

3-2) このコンデンサーの静電容量を求めよ.



2020年度

東京都立大学 大学院理学研究科
(現 首都大学東京 大学院理学研究科)
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注意 問題 (物理学 II [ 1 ], 物理学 II [ 2 ]) ごとに答案用紙各 1枚を使用し，解答は 1題に
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用紙は全て提出すること．



2020年度大学院博士前期課程夏季入学試験問題「物理学 II」

[ 1 ] 以下の問いに答えよ．結果だけでなく，求め方や計算の過程も示すこと．hをプランク定数，
! =

h

2π
とする．

問 1 振動子の質量をm，運動量演算子を p̂，位置演算子を x̂, 角振動数を ωとして，ハミルトニア
ン Ĥ が

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2

の形に書ける量子論的な 1次元調和振動子を考える．また，演算子

â ≡
√

mω

2!

(
x̂+

i

mω
p̂

)
, â† ≡

√
mω

2!

(
x̂− i

mω
p̂

)

および N̂ ≡ â†âを定義する．

1-1) p̂と x̂の交換関係を用いて交換関係 [â, â†] = 1を示せ．
1-2) p̂と x̂を âと â†を用いて書き表せ．また，Ĥ を N̂ を用いて書き換えよ．
1-3) 演算子 N̂ の固有値は負にならないことを示せ．
1-4) 交換関係 [N̂ , â] を計算せよ．
1-5) 上の問いから âがどのような演算子か考えて，基底状態の波動関数を ψ0(x)とするとき

âψ0(x)が満たすべき方程式を示せ．また，これを解いて ψ0(x)を求めよ．規格化しなく
てよい．

1-6) 基底状態における存在確率 |ψ0(x)|2の概略を図示し，存在確率が最大になる位置を答え
よ．また，比較として，振幅Aの x軸上の古典論的 1次元調和振動子を考え，存在確率
が最大になる位置を答えよ．

問 2 電子のスピン演算子 ŝの z成分を対角化し，ŝ2と ŝz の同時固有状態を

|α⟩ =
(

1
0

)
, |β⟩ =

(
0
1

)

で表す．ŝ =
!
2
σ̂と書かれるパウリのスピン行列 σ̂は

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0
0 −1

)

で表される．また，演算子 ŝ± ≡ ŝx ± iŝy (複号同順) を定義する．

2-1) ŝ±を行列表現せよ．また，ŝ+ |α⟩および ŝ− |α⟩を計算せよ．
2-2) |α⟩ ⟨α|+ |β⟩ ⟨β|を計算せよ．



2020年度大学院博士前期課程夏季入学試験問題「物理学 II」

[ 2 ] 以下の問いに答えよ. 結果だけでなく, 求め方や計算の過程も示すこと．ただし, kBをボルツマ
ン定数，hをプランク定数, ! =

h

2π
とする.

問 1 次式で与えられる固有エネルギーを持つ量子論的１次元調和振動子を考える.

ϵn = !ω
(
n+

1

2

)

ここで nは 0以上の整数である。温度 T のカノニカル分布を仮定して以下の問いに答えよ.

1-1)この調和振動子の分配関数 Z が次式で与えられることを示せ.

Z =
e−!ω/2kBT

1− e−!ω/kBT

1-2)この調和振動子のヘルムホルツの自由エネルギーが次式で表されることを示せ.

F =
1

2
!ω + kBT ln{1− exp(−!ω/kBT )}

1-3) エントロピーと自由エネルギーの関係を用いて, 内部エネルギーU が次式になることを
示せ.

U = !ω
[

1

e!ω/kBT − 1
+

1

2

]

1-4) 高温の極限 (古典的調和振動子)での内部エネルギーを求め, さらにそれがエネルギー等
分配則を満たしていることを説明せよ.

問 2 N 個の電子を理想フェルミ気体として考える. 各電子はスピン自由度を持っており, エネル
ギー ϵにおける 1スピン自由度あたりの状態密度D(ϵ)は

D(ϵ) =

{
Aϵ1/2 (ϵ ≥ 0)
0 (ϵ < 0)

で与えられるものとする. ここでAは正の実定数である.

2-1) フェルミ分布関数 f(ϵ)の絶対零度と有限温度における関数形を横軸を ϵにとって大ま
かに描け. ただし, 縦軸には 0と 1の目盛りを書くこと.

2-2) 絶対零度における電子系のフェルミエネルギー ϵFを求めよ.

2-3) 絶対零度における電子系の全エネルギーを E とする.１電子あたりの平均エネルギー
E/N を ϵFを用いて表せ.


