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大学院博士前期課程夏季入学試験問題「物理学 II」

[ 1 ] 以下の問いに答えよ．結果だけでなく，求め方や計算の過程も示すこと．ただし，hをプラン
ク定数，ℏ = h/(2π)，i2 = −1とする．

問 1 　質量mの粒子が x軸上を運動する 1次元の問題を量子力学で考える．シュレディンガー方
程式とポテンシャルは，V0 > 0として

− ℏ2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x), V (x) =


+∞ x ≤ 0

−V0 0 < x < b

0 b ≤ x

で与えられる．粒子のエネルギーEが−V0 < E < 0を満たす場合を考え，波数を表す変数を

k =

√
2m(E + V0)

ℏ2
, q =

√
−2mE

ℏ2

と定義する．

1-1) シュレディンガー方程式の一般解 ψ(x)を，領域 0 < x < b，b ≤ xのそれぞれで求めよ．
適当な積分定数を用いて良い．

1-2) x→ 0と x→ +∞での ψ(x)に対する境界条件を示せ．
1-3) 一般解に 1-2)の境界条件を課し，x = bでの接続条件を用いて，k, q, bが満たす関係式

を求めよ．
1-4) E → 0の極限で 1-3)の関係式が満たされるための最小の V0を求めよ．

問 2 　スピン 1/2の状態に作用するスピン演算子を ŝj =
ℏ
2
σj（j = x, y, z）と定義する．ただし

パウリ行列は

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
で与えられる．状態 |ϕ⟩を

|ϕ⟩ = 1√
2

(
1
−1

)
と定義する．

2-1) 交換関係 [ŝx, ŝz] = −iℏŝy を示せ．
2-2) ŝxを |ϕ⟩に作用させ，状態 |ϕ⟩が ŝxの固有状態であることを確かめ，固有値を求めよ．
2-3) 状態 |ϕ⟩による演算子の期待値 ⟨ϕ| ŝx |ϕ⟩，⟨ϕ| ŝz |ϕ⟩をそれぞれ計算せよ．

2-4) ゆらぎ（標準偏差）∆x =
√
⟨ϕ| ŝ2x |ϕ⟩ − ⟨ϕ| ŝx |ϕ⟩2，∆z =

√
⟨ϕ| ŝ2z |ϕ⟩ − ⟨ϕ| ŝz |ϕ⟩2をそ

れぞれ計算せよ．
2-5) 2-1), 2-3), 2-4)の結果をもとに，スピンの x, z成分の測定に対し状態 |ϕ⟩が示す性質を

以下の内容を含めて説明せよ．
「交換関係と同時固有状態」，「スピンの向きが確定している方向」，「x成分と z成分の
測定と不確定性原理の関係」



大学院博士前期課程夏季入学試験問題「物理学 II」

[ 2 ] 以下の問いに答えよ．結果だけでなく，求め方や計算の過程も示すこと．ただし，kBをボルツ
マン定数，hをプランク定数，ℏ = h/(2π)とする．

問 1 　底面積 S，長さ Lの円筒容器に，同種の単原子分子N 個からなる理想気体が閉じ込められ
ている．分子 1個の質量をmとし，気体は温度 T で熱平衡状態にあるものとする．なお，問
1では古典統計力学を使うものとする．

1-1) この気体の内部エネルギーU と定積熱容量CV を求めよ．なお必要であれば以下の積分
を利用すること． ∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

1-2) 次にこの容器を重力加速度の大きさが gの一様な重力場中に置く．重力のかかる方向は
円筒軸の方向とし，L→ ∞とする．
1-2-1) このときの気体の分配関数 Z が次式で与えられることを示せ．

Z =
1

a3NN !
(2πmkBT )

3N/2

(
SkBT

mg

)N

ここで aは運動量と長さの積の次元を持つ定数である（注: aは位相空間における
最小単位を表し，量子統計力学の古典極限ではプランク定数に相当する値を取る）.

1-2-2) このときの気体の定積熱容量 CV を求めよ．

問 2 　相互作用のない理想フェルミ気体が温度 T の環境で熱平衡状態にある．粒子数N とエネル
ギーEは，一般に状態密度D(ϵ)とフェルミ分布関数 f(ϵ)を使って次式で表せる．

N =

∫ ∞

0
D(ϵ)f(ϵ)dϵ

E =

∫ ∞

0
ϵD(ϵ)f(ϵ)dϵ

ここでフェルミ分布関数は
f(ϵ) =

1

e(ϵ−µ)/(kBT ) + 1

で与えられ，µは化学ポテンシャルである．以下では，状態密度D(ϵ)は ϵ ≥ 0で定数，ϵ < 0
で 0とする．なお，フェルミエネルギー（絶対零度での化学ポテンシャル）を ϵF と書くこと
にする．

2-1) フェルミ分布関数 f(ϵ)の絶対零度における関数形を図に描け．なお，横軸（ϵ軸）には，
原点Oと ϵF の目盛りをつけること．

2-2) 理想フェルミ気体のN とEの間に T = 0で次の関係が成り立つことを示せ．

E =
1

2
NϵF

2-3) 高温，低密度の極限で，フェルミ分布関数 f(ϵ)はボルツマン分布関数 exp[−(ϵ−µ)/(kBT )]
に帰着する．この極限で，化学ポテンシャル µは温度 T の関数として次式で与えられる
ことを示せ．

µ = kBT ln
ϵF
kBT
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