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大学院博士前期課程夏季入学試験問題「物理学 II」

[ 1 ] 以下の問いに答えよ．結果だけでなく，求め方や計算の過程も示すこと．ただし，hをプラン
ク定数，ℏ = h/(2π)，i2 = −1とする．

問 1 以下の波動関数 φ(x)で記述される 1粒子の波束を考える.

φ(x) =
1

(λ2π)
1
4

exp

(
ipcx

ℏ
− x2

2λ2

)
ここで， xは 1次元方向の空間座標を表す．また， pc，λは実の定数であり，λ > 0とする．
1-1) 波動関数 φ(x)を以下のように平面波の重ね合わせで表したときの，係数 φ̃(p)を求めよ．

φ(x) =
1√
2πℏ

∫ ∞

−∞
dp φ̃(p)eipx/ℏ

ただし，a, b ∈ Rかつ a > 0のとき，以下の等式が成り立つことを用いてよい．∫ ∞

−∞
dx e−a(x−ib)2 =

√
π

a

1-2) 座標 xの関数として表された物理量A(x)の期待値 ⟨A⟩と揺らぎ∆Aを以下で定義する．

⟨A⟩ =
∫ ∞

−∞
dxφ∗(x)A(x)φ(x), ∆A =

√
⟨(A− ⟨A⟩)2⟩

ただし，φ∗(x)はφ(x)の複素共役を表す．運動量 p = −iℏ d
dx
について，期待値 ⟨p⟩，⟨p2⟩，

および揺らぎ∆pをそれぞれ求めよ．



問 2 ハミルトニアン演算子 Ĥ が以下で与えられる 2次元 1粒子系を考える．

Ĥ = ĥx + ĥy, ĥµ =
1

2m
p̂2µ +

1

2
mω2q̂2µ

ここで，µ = x, yは 2次元の空間方向を指定する添字であり，mは粒子の質量，ωは調和振
動子型ポテンシャルの固有角振動数を表す正の実数である．また，粒子の位置演算子 q̂µと運
動量演算子 p̂µは以下の交換関係を満たすエルミート演算子である．

[q̂µ, p̂ν ] = iℏδµν , [q̂µ, q̂ν ] = [p̂µ, p̂ν ] = 0

ここで，生成演算子 â†µと消滅演算子 âµを

âµ =

√
mω

2ℏ

(
q̂µ +

i

mω
p̂µ

)
, â†µ =

√
mω

2ℏ

(
q̂µ − i

mω
p̂µ

)
で定義すると，[âµ, â

†
ν ] = δµν，[âµ, âν ] = [â†µ, â

†
ν ] = 0が満たされる．q̂µの座標表示は qµ，p̂µ

の座標表示は−iℏ ∂

∂qµ
である．

2-1) 数演算子 n̂µ = â†µâµの固有値を nµ (nµは 0以上の整数)としたとき，n̂xと n̂yの同時固
有状態 |nx, ny⟩が Ĥ の固有状態であることを示せ.

この系の基底状態は |0, 0⟩であり，第 1励起状態は |1, 0⟩ = â†x |0, 0⟩，|0, 1⟩ = â†y |0, 0⟩である．
|1, 0⟩と |0, 1⟩を用いて |α⟩を |α⟩ = 1√

2
(|1, 0⟩ − i |0, 1⟩)と定義する．また，|0, 0⟩，|α⟩の座標

表示を，それぞれ ψ0(qx, qy)，ψα(qx, qy)とする．ここで，ψ0(qx, qy)は以下で与えられる．

ψ0(qx, qy) =

√
mω

πℏ
exp

(
−mω

2ℏ
(q2x + q2y)

)
2-2) ψα(qx, qy)を求めよ．
2-3) 角運動量演算子 ℓ̂を ℓ̂ = q̂xp̂y − q̂yp̂xと定義する．|α⟩が ℓ̂の固有状態であることを示し，

対応する固有値を求めよ．
2-4) 極座標 r，θ を qx = r cos θ，qy = r sin θ によって導入する．ただし，r ≥ 0 および

−π ≤ θ < πである．ψα(qx, qy)の振幅の r依存性，および位相の θ依存性の概形を図示
せよ．



大学院博士前期課程夏季入学試験問題「物理学 II」

[ 2 ] 以下の問いに答えよ．結果だけでなく，求め方や計算の過程も示すこと．ただし，kBをボルツ
マン定数，絶対温度を T，β = 1/(kBT )とする．

問 1 互いに独立なN 個の量子力学的な 3準位系 {|a⟩, |b⟩, |c⟩}が温度 T で熱平衡状態にあるものと
する．ただし，状態 |a⟩，|b⟩，|c⟩は規格化されており，互いに直交するものとする．各 3準位
系のハミルトニアン Ĥ は∆ > 0として以下で与えられる．

Ĥ = −∆
(
|a⟩⟨c|+ |b⟩⟨b|+ |c⟩⟨a|

)
.

Ĥの規格化された固有状態を |n⟩(n = 1, 2, 3)として，その固有値EnはE1 = E2 = −∆, E3 =
∆となる．
1-1) En(n = 1, 2, 3)に対応する固有状態 |n⟩を，|a⟩，|b⟩，|c⟩を用いてそれぞれ表せ．
1-2) T = 0，および T = ∞におけるエントロピーをそれぞれ求めよ．
1-3) エネルギーの統計平均を求めよ．
1-4) 1つの 3準位系内の量子力学的演算子 Âの統計平均は， 1

Z1

∑
n

⟨n|Âe−βĤ |n⟩と表される．

ただし，Z1 =
∑
n

⟨n|e−βĤ |n⟩である．演算子 Â = |a⟩⟨a|の統計平均を求めよ．



問 2 一次元方向にのみ運動する独立な古典N粒子系を考える．各粒子 (i = 1, 2, · · · , N)の質量，位
置座標，運動量をそれぞれm，xi，piとする．各粒子はポテンシャルエネルギー V (xi) = cx4i
のもとで運動しており，温度 T で熱平衡状態にあるものとする．ただし，c > 0とする．以下
では古典統計力学を用い，ギブス因子は考えなくてよいものとする．

2-1) 分配関数は hをプランク定数として，

1

hN

N∏
i=1

∫ ∞

−∞
dpi

∫ ∞

−∞
dxi exp

(
− Si

)
,

と書ける．ボルツマン因子 exp(−Si)を pi, xi, β,m, cを用いて表しなさい．
2-2) 運動エネルギーの統計平均を求めよ．必要であれば，

∫ ∞

−∞
dt exp(−t2) =

√
π を用いて

よい．
2-3) ポテンシャルエネルギーの統計平均を求めよ．

ただし，ガンマ関数 Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−tdtの性質 zΓ(z) = Γ(z + 1)を用いてよい．

2-4) x2i の統計平均 ⟨x2i ⟩の温度依存性について考える．図 1の (a)∼(f)にはその T 依存性の概
形が太線で示されている．ポテンシャルエネルギー V (xi) = cx4i のもとでの粒子の ⟨x2i ⟩
の温度依存性として，最も適切なものを図１ (a)∼(f)の中から一つ選び記号で答え，そ
の理由を述べよ．ただし，図中の点線は，V (xi)が調和ポテンシャル V (xi) ∼ x2i の場合
の統計平均 ⟨x2i ⟩ ∝ T を表す．
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図１
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